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Dinamica Lagrangiana

> Vinculos

Sao limitagbes as possiveis posicdes e velocidades das particulas de um
sistema mecanico, restringindo a priori 0 seu movimento.

« E importante salientar que os vinculos sdo limitagdes de ordem
cinematica impostas ao sistema mecanico.

* As restricoes antecedem a dinamica e precisam ser levadas em conta na
formulacédo das equacdes de movimento do sistema.

 Restricbes de natureza dinamica — decorrentes, portanto das equacoes
de movimento — ngo so vinculos.



Dinamica Lagrangiana

Exemplo 1: Um péndulo duplo oscila num plano vertical fixo. As equacdes de
vinculo sao

x*+y*=12=0, (x=x)°+(z —y1)>—1,*=0
G %

(x1,31)
(x; —x1)% + (¥, —y1)? = 1,7 i | B

m,

y‘!
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Exemplo 2: Escreva as equacdes de transformacao o péndulo duplo

e s

Xl — l]_ Sin 81
01\
y1 =l cos 6, 1
Xy = lysinf + [, sin 6, )
y, = l; cosB, + 1, cosb, L,
O sistema tem apenas 2 grau de ©(2,5,)
liberdade com  coordenadas !

generalizadas g, = 0.,e q,= 0,
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Exemplo 3: Um cilindro rola sem deslizar ao longo de uma linha reta. Sendo x
a posicao do centro de massa do cilindro e ¢ 0 angulo de rotagéo do centro de
massa, a condi¢ao de rolar sem deslizar € representada por

X=Rp - Xx—Rp=0

onde R é o raio do cilindro.
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A fungéo de Lagrange ou, simplesmente, lagrangiano L por: | [ =T —V

As equacOes de movimento do sistema podem ser escritas na forma

d [/ OL oL
dt (aqk>  Aqy = (0 | ===) Equagdes de Lagrange

ondek =1, ..., n.

| ~ | d/oL) L
Se o sistema n3o for conservativo at\aq, ) dqr Qk



Dinamica Lagrangiana
Exemplo 4: Considere uma particula numa regido onde existe um certo potencial

de interacao.

~ . 4 1
Solugo:  Alagrangiana é dada por: L =T —V = —mv* — V(7)

Tomando as coordenadas generalizadas como coordenadas cartesianas, temos:

d (oL oL _ oL _ov _ dfoLy_d o
—_——_—= R e ) — .
dt\ax; |~ ox; Y ox . ox, | dt\dx) deo @ T

O que faz com que a equacao de Euler-Lagrange forneca:

d /[ JL oL 0 d /JdL oL . av
_——_— = —d — s 2 = —

dt\ox, )~ ax, dt\ax, ) ~ ox, mx =~ ox,

ue € a sequnda lei de Newton para forcas conservativas. \
| ) P ¢ Forca
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Exemplo 5: Obtenha a Lagrangiana para um projetil (livre da resisténcia do ar)
em termos de suas coordenadas cartesianas (x,y,z), com z medido
verticalmente para cima. Determine as trés equagdes de Lagrange.

Solucao:
A energia cinética e a energia potencial:

1
Tzzm(fc2+y2+z'2) V =mgz
o 1
A lagrangiana fica: L=T—-V = zm(g'cz + y% + z%) — mgz

As equacdes de movimento:
d /oL aL_O d /JL aL_O d /oL aL_O
dt\ox/) odx dt\ay/ ay dt\oz) 9z

—mg = mz que corresponde a F=mg.

0 =mx 0=my
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Exemplo 6: Obtenha a Lagrangiana para uma particula movendo-se em uma
dimensdo ao longo do eixo x sujeita a forca F = — kx (com k positivo).
Determine a equacao de Lagrange do movimento.

Solucao: 1 1
Aenergia cinéticae aenergiapotencial: F = —kxy - V =—kx? - T =—mx
2
. . 1
Alagrangianafica: [ =T —V — L = mez — Ekxz

As equacdes de movimento:

d(oLy_oL_ Pa——
at\ox) “ox _kx = mx
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Exemplo 7: Considere uma massa m movendo-se em duas dimensdes com
: : 1
energia potencial V(x,y) = —Ekr2 , onde r?=x%+y% Obtenha a

lagrangeana, usando as coordenada x e y, e determine as equagbes de
movimento de Lagrange.

Solugao:

1
A energia cinética e a energia potencial: T = Em(:fcz + 3',2) S V== Ek(xz + yz)

Alagrangianafica: [ =T —V — L = %m(a’cz + )'12) + %k(Xz + }’2)

As equacdes de movimento:
d (oL OJL 0 d /(0L L 0
dt\ox) ox dt\oy/ ody

—kx = mx —kx = my
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Exemplo 8: Considere uma massa m movendo-se em uma rampa, sem atrito, que
tem uma declividade @ com a horizontal. Obtenha a Lagrangiana em termos da
coordenada x, medida horizontalmente através da rampa, e da coordenada v,
medida para baixo da rampa. (Trate o sistema como bidimensional, mas inclua a
energia potencial gravitacional). Determine as duas equacdes de Lagrange e
justifique se elas sdo as mesmas que vocé esperava.

Solucao:

A energia cinética e a energia potencial: T = Em(a’cz +y%) > V=mgy = mgysina

Alagrangianafica: [ =T -V — L = %m(a’cz + )'12) — mgysina

As equacdes de movimento:

d /oL OL - d (6L> oL 0 ) -
—_  — ) - = — — || = - Mg Ssina =m
ii\ax) "o 0 | 2 0=mx dt\ay) ay g Y
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Exemplo 9: Determine a Lagrangiana e a equacgao de movimento de um péndulo
simples em coordenadas polares de raio fixor=a e 0 € a unica coordenada

livre. )
Solucao:

X =acosf —» y=asin0

<

X =—afsin® - y=abcosb

A energia cinética e a energia potencial:

1 1 :
T = Em(a’cz +y2) = Emazez

|

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
XY V =—-mgx = —mgacos 8
A lagrangiana fica:

1 :
L=T-V - L =Ema282+mgac059
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1 :
L= Emazez + mga cos @

A equacao de movimento:
d /oL oL 0
dt\gg) 96

%(mazé) + mgasin@ = 0

ma?0 = —mgasin @

af = —gsinf
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Exemplo 10: Deduza as equacgOes de Lagrange, para uma particula que se
move em um campo conservativo bidimensional, em coordenadas

a) cartesianas

b) Polares

c) cilindricas
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Solucao: a)

1
A energia cinética e a energia potencial: T = Em(jcz + yZ) V=V(x7y)
. . 1
A lagrangiana fica: L=T-V = Em()'cz + yZ) —V(x; y)
d /[oL\ OL
As equacdes de movimento: 3\3%) "3 0
oL 1% 7 oL oT . 5 )
_— = —— — _— e —_— = - —_ -
ox  ox * ox  ox T T
- F =md

oL oV oL oT

—=—-——=F - —=——=my - FE, =my -
oy dy 7 dy dy Y y Y



Dinamica Lagrangiana

Solugao: b)  Aenergiacinetica e aenergiapotencial: 1, =7 - p b = rcﬁ

" -
S P 1 1 . _

’ T = Emvz = im(fz +712¢?) V=V(4¢)
r /7 , :

/ lagrangiana fica:

4 d) 1 . D 2 12

0 > L:T—szm(r +rq§)—V(7‘,¢)
A equagdes de movimento: d (m#) (,‘52 ov 0

—mr) —|mro° ——| =
d (0L\ OL 0 dt or
de\or) or mi‘——mrcﬁz—a—v
B or

F, = m(¥ — r6?%)
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L=T—V = =m(#? +r2¢?) = V(r, )

2
d (L) oL _
d_t<a_<b>_%‘

Torque
Momento angular
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Solucao: c¢) A energia cinética e a energia potencial:

27 v, =F > vg=10 o> vV, =2
— 1 1 :
P=(r.0.2) T = Emvz = Em(fz + 1202 + 22)
: V=V(0,5z)

~ . v ;'“ \
gi "
'(I", 9, 0)

A lagrangiana fica:

1 .
L=T-V-= Em(i‘z +7120% +22) = V(r,0,2)



« A . 1 :
Dinamica Lagrangiana L=T-V=cm(i®+r20%+2%) - V(r,6,2)

d /0L (')L_
dt\ar or

d . AV . oV N
el A 2 — T 2 —
n (mr) — (mré 67") 0 - m(r ré ) P

d(dL\ oL

ii(55) 5 T
orque

L)+ T=0 = mi() -5

d oL\ oL
dt\oz/) 0z

Z

d av av

—(mz)+—=0 - mi=—— ’
0z or
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Exemplo 11: Determine a equacgao de Lagrange e as equagdes de movimento
para um péndulo com suporte livre (a massa M pode se mover livremente sem
atrito no plano horizontal, enquanto o péndulo oscila no plano vertical).

M
>
[
m
0
V=20 : > X
II X=x+1sinf
Refazendo o desenho e tomando o X -
nivel de referencia na origem, temos oo N
) Y =1lcos@ (X,Y)
Ny Y
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Podemos escrever as energias cinética e potencial

1 1.
T=§Mx2+zm(X2+Y2) Vy =0 e V, =—mgY, logo V =—-mgY

X=x+1Isinf -» X=x+10cosb

Como Y =1cos@ - Y = —16sin 0

Logo I X2 4+Y%2=x24120% 4 21x6 cos b

Podemos reescrever as energias cinética e potencial como

m+M ml? . .
T = > 5c2+792+ml5c0c050 V =—-mglcos6

m+M _, ml* -
A lagrangiana fica L=T-V= X +TH + mlx0 cos 6 + mglcos 0
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m+M _, ml* -,
L= ;X +79 + mlx6 cos 8 + mgl cos 6

Podemos, agora, determinar as equacdes de movimento

d (oL oL d .
d oLy _oL_ = [(m+ M)x +mlé cos 8] — 0 = 0
dt(@fc) ox =0 qrlOmt Mk +mio coso]

(m + M)¥% + ml6 cos @ — mlB?sin6 = 0

d /0L 6L_0 d S | o |
dt\ 9@ 90 a[ml 6 +mlxcost9] — [—mlx@ sm@—mglsm@] =0

ml%6 + ml¥ cos @ — mlx0sin 0 + mlxO sin@ + mglsin = 0

mi%6 + mlx cos 0 + mglsin@ = 0
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Como as equacdes de movimento sdo dificeis de resolver (equagdes nao lineares — ndo existe um
meétodo geral de resolugdo, cada caso € um caso), vamos analisar alguns casos limites

(particulares) afim de verificarmos se essas equagdes estao corretas.

M

19Sem=0 =) (m+ M)¥+ mlbcosd —ml?sinf =0 \
m

O+M)i=0 - xXx=0 - Msemovecomoum corpo livre

2SeM —> oo ™ (m+ M)¥+mlfcosd —mlf?sinf =0

) . .
Divide-se todos os termos por M (m -;/IM)X + ml@;{os 0 — ml9M51n i —0-> ¥=0

Substituindo % =0 na segunda equagdo de movimento (ml26 + mli cos6 +
mglsin® = 0 ) e dividindo por ml?, obtemos

9+%sin0 =0

que corresponde a equacao do péndulo simples com ponto de suspensao fixo.

N
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Exemplo 12: Uma particula de massa m move-se em um campo de for¢a conservativo. Ache
(a) a funcdo lagrangiana, (b) as equacdes do movimento em coordenadas cilindrica
(r,0,2z).

Solugdo: (a) A energia cinética total em coordenadas
cilindricas 1
.P=(r,19,z) T=§m[f2+r292+22]

A energia potencial V = (r,60,z). Entdo a funcéo
lagrangiana é

i Y L=T-V= im[f‘z + 71202 + 22| = V(r, 0,2)

(b) As equacdes de Lagrange séo

d (0L _oL_ d( ) 2 VY _ o (i ré?) oV
—_— ]| —— = —_ — — —_ | = - — = —_——
dt\or ) or AL R . mrer or
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(b) As equacdes de Lagrange sao

d (oL oL _ d( ) 2 VY _ o (i ri?) oV
— =0->— — —— | = — — = ——
dt\or |~ or UL LA A mrer or

d (0L aL aV
el Bt e “ 2 29) = 2%
dt(ﬁé) 50 (mr 9)+60 0 ( )

d oLy oL_  d % iy + v _, )
N N - = - — -
at\az) oz Mz) T4, Mz =%
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Exemplo 13: Considere um péndulo plano formado por uma haste inextensivel de
comprimento [ e massa desprezivel tendo na sua extremidade uma particula
pontual de massa m. Escreva as equacdes de movimento da particula em

coordenadas polares r e 6.

>T

Solucao:
1 1 :
T = Em’i"2 + Em’rzez

V=mgz=mgr(1l—cosf)

A lagrangiana fica:

T .1 .
L=T-V - L=§mr2+§mr202—mgr(1—cosﬁ)
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1 .1 .
L=T-V - L=§mr2+§mr26’2—mgr(1—cos6’)

As equacoes de movimento sao: :
d (0L\ OL 0
dt\or) or
d :
a(mr) — [mr6% —mg(1 —cos0)] =0

mi = mr8? — mg(1 — cos )

¥ =10% — g(1 — cos 0)
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1 .1 .
L=T-V - L=§mr2+§mr26’2—mgr(1—cos6’)

As equacgdes de movimento sao:
d :
d % _%:0 -» —(mr?0) —mgrsing =0
dt\og) 096 dt
temos: mr26 + 2mri6 = mgr sin @
Como,r =1 e r=0:

16 = mgsin6 - 0 ==sin6
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Exemplo 14: Obtenha as equacoes de Lagrange para o movimento de um
péndulo esférico, ou seja, uma massa puntiforme suspendida por
uma barra de massa desprezivel.

SOLUCAO:

Podemos pensar inicialmente
que o péndulo esférico tem 3
coordenadas independentes,
que s3o as cartesianas x, y e z.
No entanto, o comprimento da
barra € constante, o que

implica na seguinte equacao de
vinculo holonomico:
x?+yt+z2-12=0
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Dessa forma, o numero de coordenadas generalizadas

sera apenas 2. a saber @ e ¢, como mostra a figura.

Assim, temos as seguintes equacoes de transformacao de
coordenadas:

x = [sinf cos g

v = lsin 0 sin @

z=1—1[cos@
Fazendo as derivadas temporais, temos:
x =1cos00cosp +1sinf (—sing)p
y =1cosBO0sing + 1sinf cosp ¢
z=1sin60
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Entao, a energia cinética é calculada da seguinte maneira:

m m
T:EFE :E(x2+}’2—|—32)

m ...
2T == [2(62% + sin? 6 ¢?)
Ja a energia potencial € calculada da seguinte maneira:
~V=mg(l—1lcosf)

Assim, temos a seguinte funcao Lagrangiana:

~L=1(6,0,0,0) =T —V :%32(92 + sin? 8 ?) —mg(l — L cos 6)
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Para obtermos as equacoes de Lagrange, utilizamos a formula
abaixo, para cada coordenada generalizada q;, onde j=1,2:

d(oL\ oL _ .
dt\dq,] dq; (1)

Paraj=1, temosqg,=0 e:

o g e 2L =2 602606 — mglsinG (2
68_m e 55 = 5 [7sin mglsin@ (2)

De (1) e (2), temos:

—(mizﬂ) (m sin26 6 — mg351n8)

. sin200 g
0= > —Tsmc‘?
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Paraj=2, temos g,= @ e:
oL 12 6inZ g ¢ 6.-2_03
6.;&}_”1 sin qﬂe@ﬁﬂ— (3)

De (1) e (3), temos:
E(1*1*1!2 sinf8¢@)—0=0
dt
ml2sin2060¢ + ml2sin?6 ¢ = 0

sin 26 .
Bp =20

S+ —
v sin? @
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Assim, as equacoes de Lagrange sao:

. sin206 g
0 = > —Tsme




Momentos generalizados (canonicos)

Estas equacOes podem ser chamadas de equacao de movimento de Lagrange
oL , JdL

= - pi —
dq; aq;

Equacoes de Hamilton

Di

n

O hamiltoniano H(q, p, t) definida por:  H(q,p,t) = 2 q;p; — L(q,9,t)
i=1

Se um sistema for conservativo, 0 hamiltoniano H pode ser interpretado como

a energia total (cinética e potencial) dosistema. H=T + Vv

Equacoes de movimento de Hamilton

 0H L
1 = Gpl Pi = aql
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Exemplo 15: A lagrangiana de um oscilador harmonico é dada por

. 2 2 .
;= MxT kx" | determine:

2 2

a) 0 momento conjugado , . Dx
Py = MXx - X =—

b) A hamiltoniana

2 2 2
. _Px M Dy kx
H = xp, L—m Z(m) + >
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Exemplo 16: A particula livre em coordenadas esféricas. O vetor velocidade é
dado por i* = ¥# + 108 + r¢ sin 0 ¢, determine:

a) a lagrangiana

1 1 : :
L=T+V=T-= Emvz = Em(fz + 1202 + r2¢2sin?0)
b) Os momentos conjugados
(. Dr
r=—
(pr = mr m
2/ . Po
{pg = mr?8 — <0 = —
\qu — mrzsinzecfb ¢ _ p¢
\ (mr2sin40)
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c) a hamiltoniana

n
H(gq,p,t) = z q;p; —L(q,q,t)
i=1

H=fpr+9p9+gbp¢—L

2

_p? P P @(&)2 _mr? (Fe )2 _mr

+—= +
m 2 \mr?

sinze( Do )2
m mr? mr?sin? 2

H
2 mr2sin?6

1 p;  Pp )
H=—|p?+—
2m (pr T r2 T r2sinZo
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Exemplo 17: Maquina de Atwood

ANANMANANANNY Pelos dados da figura, temos
r ., 1
(DY Tegmatgmat V= mgx—magli-x)

V=—-mgx+mygx =(—my+my)gx

""""""""" A
]‘ \-/ Desprezando o termo constante, temos
X

A expressao do lagrangiano fica

1
) L=T-V in(m1+m2)5c2+(m1—m2)gx

A expressao do hamiltoniano € dada por

—

7

H=gqp,—L=px—1L

1
H=px—L =p9’c—§(m1+m2)5c2 + (m; — my)gx
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1
H=px—1L =p5c—§(m1+m2)5c2 + (m; — my)gx

O hamiltoniano deve ser escrito apenas em termos de coordenadas € momentos,
eliminando as velocidades.

oL ,
p=7-= (my +my)x

. i oL

Substituindo a equagao p=o-= (my + my)x
X
o .1 .
no hamiltoniano H = px — > (my + my)x% + (m; — my)gx
P2
obtemos H + (my —m,)gx

T 2(my + my)?
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2

p
H = —
2(m1 4+ mz)z + (ml mZ)gx
Calculando as equagdes de Hamilton g, = a_H N a_H — P
ap; dp my +my
0H , 0H

pi:_(?—qi — P:_az(’”h_mz)g

Combinando as duas expressodes, obtemos a expressao para a aceleragao
com que as massas se deslocam

m; —mp

X =
m1+ng
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Encontre a Hamiltoniana e as equagdes candnicas de Hamilton para um

Exemplo18:

movimento em trés dimensées de uma particula em um campo gravitacional

uniforme sem resisténcia do ar.
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>

L
"
L]
.
*
-

Hamiltoniana

H=T+V
Equagdes candnicas
y OH
Py o,
, OH
dx = 17—

Coordenadas
generalizadas

(x,¥,2)

Energia Cinética :

=%m(xr2 +Yr2 +zr2)

Energia Potencial: V =mQgZ
Lagrangean: I,=T-V
L =lm(:::'2 +y”? +z"2)—mgz
2

Cdlculo dos momentos generalizados

I
x ax!
P, = oL =my'
' {?yr
oL )
P,=—=mz
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Hamiltoniana

H=T+V
Equagdes candnicas
_OH

oq,
CH
0P

Py =

q, =

Momentos generalizados :

p,=mx — x=p _/m
p,=my — y=p,/m
p,=mz’ —> z'=p_/m
Hamiltoniana :H =T+ V

H=%m(x’2 +y'? +z'2)+mgz
H= i( i+p‘;+p:)+mgz

Equacées canonicas para Xx:

’ aH P ' '
x = =_X —hpx=m]{
>, m
cH
p,=—=0 > mx"=0

0x
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*

p |
™
L]
.
*
]

Hamiltoniana

H=T+V

Equagdes candnicas

i
oa,
OH

apk

Py =

q, =

Hamiltoniana : H="T+V

H= i(pi +p§, +p:)+mgz

Equacdes canonicas para Xx:

: OH P, ' ’
o = = —» P, =X
op, m
0H
p,=—-——=0— mx" =0
ox

Equacdes canonicas para y:

. 6H P . "
.?=_, = "'_;.p:f:my
UPy m
I o
e — m —
¥ 6}" Y



Dinamica Hamiltoniana

Hamiltoniana :H="T+V

H= i(pi +p§, +p:)+mgz

Equacoes canénicas para 7:

g OH P, ' "
Z = = — P_=mM2
op, m
: CH
p,=——=-mg
0z
Hamiltoniana
mz' =-mg
H=T+V
Equagdes candnicas z'=-g
, OH
P =-
oq,
, OH
Ax

" op,



	Número do slide 1
	Número do slide 2
	Número do slide 3
	Número do slide 4
	Número do slide 5
	Número do slide 6
	Número do slide 7
	Número do slide 8
	Número do slide 9
	Número do slide 10
	Número do slide 11
	Número do slide 12
	Número do slide 13
	Número do slide 14
	Número do slide 15
	Número do slide 16
	Número do slide 17
	Número do slide 18
	Número do slide 19
	Número do slide 20
	Número do slide 21
	Número do slide 22
	Número do slide 23
	Número do slide 24
	Número do slide 25
	Número do slide 26
	Número do slide 27
	Número do slide 28
	Número do slide 29
	Número do slide 30
	Número do slide 31
	Número do slide 32
	Número do slide 33
	Número do slide 34
	Número do slide 35
	Número do slide 36
	Número do slide 37
	Número do slide 38
	Número do slide 39
	Número do slide 40
	Número do slide 41
	Número do slide 42
	Número do slide 43
	Número do slide 44
	Número do slide 45
	Número do slide 46

