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Principio de Hamilton

L(q,q,t) = H(p,q, t)

> As equacoes de 1° ordem. A consequéncia e que duplica o
numero de equacoes.

»> Leis de conservacao.
» Transicao da Mecanica Classica para a Mecanica Quantica.

» Tratar o momento como um grandeza fundamental. O
momento passa a ser uma variavel dinamica independente
das coordenadas (base da quantizacao).




Momentos generalizados (can6nicos)

Para qualquer sistema holonémico, a segunda lei de Newton €
equivalente a n equagoes de Lagrange

d / JdL oL dL d (dL .
— | —— =0 50— 2\ 3¢ li=1,..,n]
dt 6qk 6qk q q

e as equacOes de Lagrange sao, por sua vez, equivalentes ao
principio de Hamilton.

Se aL_O , d (0L _ 0
dq; 299  at\aq) T

| dL
Conclui-se que — = (CTE

dq;




Momentos generalizados (can6nicos)

CTE o —V) _ ot ' CTE
aq; aq; aq; 1= Pi

Isto ocorre quando o sistema € conservativo e a energia potencial V
depende somente das coordenadas generalizadas.

T
Pi = dq;

Escrevendo em termos do lagrangeano L = T — V, temos

oL
Pi= dq;




Momentos generalizados (can6nicos)

Resumidamente, podemos escrever que 0 i-esimo momento
generalizado p; € definido pela derivada

oL
Pi = 3~
aq;
Se aa_; = 0, entdo dizemos que a coordenada gq; € ignoravel ou

ciclica (sistema fechado) e 0 momento correspondente € constante.

Se a lagrangiana de um sistema (ndo necessariamente fechado) é
invariavel em relacdo a translagdo em uma certa diregdo, entdo a
quantidade de movimento linear p do sistema naquela dire¢do é
constante no tempo.



Momentos generalizados (can6nicos)

Retomado a equacao de Lagrange

d(oL\_oL_ . d - oL _ oL
—_ — . —_——_— -_ P —— T
dt pl aq pl

dt\dg) oq aq
)
pl_aq

Estas equacOes podem ser chamadas de equacgao de movimento de
Lagrange

dL
Pi = Py D; JL
qi l

- aq;



Equacoes de Hamilton

A descricdo hamiltoniana envolve a substituicdo das variaveis (g, q)
por (q,p) em todas as grandezas mecanicas, e a introducdo de uma
funcdo H(q,p,t) em lugar da lagrangiana L(q, g,t)para gerar a
dinamica. Tal mudanca de descricdo realiza-se mediante uma
transformacdo de  Legendre  (largamente  utilizadas na
termodinamica), que no presente contexto consiste na substituicao
das velocidades generalizadas pelos momentos canbnicos como
variaveis basicas e na introducdo da funcdo de Hamilton ou,
simplesmente hamiltoniano H(q, p, t) definida por

n
H(q,p,t) = z qip;i — L(q,q,¢t)
i=1




Equacoes de Hamilton

Se um sistema for conservativo, o hamiltoniano H pode ser
interpretado como a energia total (cinética e potencial) do sistema.

H=T+V

Considerando que L=1L(q,q, t) temos
dL = z d Ly oL it
aq, 9T aql Ur /.5t

pl aq'

l
Podemos escrever dL = 2 9a; dq; + 2 p;dq; + Z —dt
l




Equacoes de Hamilton

Tendo em conta que podemos escrever p;dq; = d(p;q;) — q;dp;,
temos,

dL = z 04, dQl + Z(d(plch) _ CIldpl) + z_dt
l
. . oL oL
d qui—L :ZCIidpi aqldql—adt
l l

| oL oL
dH = z Godp; — ¥n ~—dg; — 5 dt
. l
l
Como . — oL
Pi 34,

Podemos escrever dH = 2 qidp; — 2 p;dq; — — dt




Equacoes de Hamilton

dH = z qidp; — zpldch __dt

Por outro lado, como H = H(q, p, t), podemos escrever

dH = 2 dai+ 3 14 Z—dt
aql ql apl pl

Comparando as relagdes, temos

OH | OH

Qi=a—pi Pi=—a—qi

e como subproduto,
0H oL

ot ot




Equacoes de movimento de Hamilton

As equacoes
~ OH . OH
dp; Pi aq;

qi

sao conhecidas como equacoes de movimento de Hamilton ou
equacgbes canbnicas de Hamilton e formam um conjunto de 2n
equacdes diferenciais de primeira ordem equivalentes ao sistema de n
equacdes de segunda ordem de Lagrange. As quantidades (p, q) séo
chamadas variaveis canonicas e 0 espaco cartesiano de 2n
dimensfes cujos pontos sao representados pelas 2n — uplas
(q,p) = (g4, ..., 91, P1, ---, Pr) € Chamado de espaco de fase.

Um ponto no espaco de fase define o estado do sistema (posicoes e
velocidade das particulas) num dado instante.




Equacoes de movimento de Hamilton

Exemplo 1

Considere uma conta deslizando em um fio rigido reto e sem atrito, o
qual esta sobre o eixo x, conforme a figura. A conta tem massa m e
esta sujeita a uma forca conservativa, com energia potencial V(x).
Obtenha a Lagrangiana e a equacdo de Lagrange para 0 movimento.

Determine a Hamiltoniana e as equacgdes de Hamilton e compare 0s
dois metodos.

> X

=f




Equacoes de movimento de Hamilton

Vamos considerar a coordenada generalizada q a coordenada x.

1 .
L=T—V=me2—V(x)

A equacao de Lagrange correspondente €

d foL\ OL 0 oL d [dL
— | — ]| —— = - =
dt\odx/ Ox dx dt\odx

oL, d /oL d /oL ) av
— - — | — | = —_—— =
ox dt\ox) _dt\gx) =™ % T ™

que € justamente a equacao de Newton, F = ma, como esperavamos.




Equacoes de movimento de Hamilton

Para obter o formalismo Hamiltoniano, devemos primeiramente
encontrar o momento generalizado.

AL
P=9x~ ™

Como era esperado, esse € 0 momento convencional p = mv. Essa

equacdo pode ser resolvida, resultando em x =X que pode ser

m
substituida na Hamiltoniana, levando a

2 2 2
. 14 14 p
H=pi—L=——|——V&)|=0—+V
pX [2 (x)] 2 (x)

onde

2

., p
L=T-V==-mx*-V(x)=—-V()
2 2m



Equacoes de movimento de Hamilton

2 2 2
. p p p
H=pi—L=——|——-V&)|=—+V
pX [2 (x)] 5 (x)

A expressao da hamiltoniana corresponde a energia total.

As equacOes de Hamilton sao
. _OH p . _OH dV
* ¢ P = ox  dx

T dp m
A primeira dessas €, do ponto de vista Newtoniano, justamente a

definicao tradicional do momento e, quando substituimos essa definicao

. y dav
na segunda equacao, ela nos leva, outra vez, a  mix = ——

Como tinha de ser para ocaso, Newton, Lagrange e Hamilton
conduzem a mesma equacao familiar. Neste exemplo simples, nem
Lagrange nem Hamilton tem qualquer vantagem sobre Newton.




Equacoes de movimento de Hamilton

Exemplo 2
Considere a maquina de Atwood da figura.

Pelos dados da figura, temos

————ge=-f-- _BF____A.._. 1 . 1 .
C/ T=§m1x2 +Em2X2
X V=-mygx —myg(l —x)
- /- X Desprezando o termo constante, temos
g | V=-migx + mygx
/73
I £ L=T-V

772



Equacoes de movimento de Hamilton

L=T-V
1 .
L = E(ml + my)%% + (my — my)gx

A expressao do hamiltoniano € dada por
H=gqp—L=px—L
1
H = px — L = px _i(ml +m2)562 + (m1 _mz)gx

O hamiltoniano deve ser escrito apenas em termos de coordenadas
e momentos, eliminando as velocidades.

oL |
pP=-= (my + my)x




Equacoes de movimento de Hamilton

Substituindo a equagéo oL .
pP=o= (mq + my)x

no hamiltoniano

H = px —%(ml + my)x? + (my — my)gx
obtemos
2

p

H =
2(my + m,)?

+ (my —my)gx



Equacoes de movimento de Hamilton

p2

H =
2(my + m,)?

+ (my —my)gx

Calculando as equacdes de Hamilton

. 0H ~ O0H D
; I —— = —
1i dp; * dp my +m,
| OH . 9H : )
; T —— — = —-—— —_

Combinando as duas expressdes, obtemos a expressdo para a
aceleragao com que as massas se deslocam
mp; —m;

X =
my +ng




Equacoes de movimento de Hamilton

Exemplo 3

Utilizando o método hamiltoniano para encontrar as equacfes de
movimento de uma particula de massa m restringido para mover na
superficie de um cilindro definido por x% + y# = R*. A particula esta
sujeita a forca direcionada diretamente a origem e € proporcional a

distancia da particula da origem: F = —k7.

———————

s




Equacoes de movimento de Hamilton

O potencial correspondente a forca F=—kifé

1 1 1
IV = Ek?"z = Ek(xz +y2 +Z2) — Ek(Rz +Zz)

O quadrado da velocidade em coordenadas cilindricas é
v? = R? + R?0% 4 27
Neste caso, R € uma constante, entéo a energia cinética é
1 202 5 2
T = Em(R 6+ z )
Podemos escrever, agora, a lagrangiana, como

1 . 1
L=T-V = Em(RZHZ + 72) —Ek(RZ + z%)



Equacoes de movimento de Hamilton

As coordenadas generalizadas sao 6 e z, e as quantidades de
movimento generalizadas sao
R?6 2 mi
=—=m e = —=mz
p@ 69 pZ aZ
Neste caso a hamiltoniana € somente a energia total e como 6 nao
ocorre explicitamente, temos
2 2
Po Pz

1
H(z,pe,p;) =T +V = —kz*

onde o termo constante %kR2 foi suprimido.



Equacoes de movimento de Hamilton

2 2
Do p; 1

As equacOes de movimento sdo encontradas pelas equacoes
canonicas

p9:——:O = —— =
26 0pg mMR?
oH _O0H p,
Pz = ——F = —KZ Z = —




Equacoes de movimento de Hamilton

Observe que as equacdes de movimento generalizadas e as equacdes
de movimento obtidas pelas equagbes candnicas levam aos mesmos
resultados

= — = mR?6 g =— =
Pe 00 m © 0pg mMR?

_aL_ . ._aH_pZ

Pz =5; ~ ™ ¢ Z_Opz_m

Resultaque  py = mR?6 = constante



Equacoes de movimento de Hamilton

Exemplo 4

Utilize o meétodo de Hamilton para encontrar as equagdes do
movimento para um péndulo esférico de massa m e comprimento b.




Equacoes de movimento de Hamilton

As coordenadas generalizadas sao 6 e ¢. A energia cinética é

1 : 1 :
T = Embzez + Embzsin2 0%

A unica forga que age no péndulo (além do ponto do suporte) € a
gravidade, e definimos o potencial zero como estando no ponto de

conexao do péndulo.
V =—mgbcosb

Podemos escrever, agora, a lagrangiana, como

1 .1
L=T-V - L=-=mb?8%+—-mb?sin® 0¢> + mgb cos 8

2 2
As quantidades de movimento generalizadas séo, entao
oL 26 oL b 0¢
= —=m e = ——=mo"Ssen
Po = 36 Po = 3¢



Equacoes de movimento de Hamilton

Podemos determinar a hamiltoniana pela equacdo H(g,p,t) =
71'1=1 q;p; —L(q,q,t) ouporH=T +V

1 2k 1 mb%sen®6p;
H=T+V =—mb? + —
T 2" (mb?)? 2 (mb?sen?)?

— mgb cos 0

2
H — Pé + P¢
2mb?  2mb?sen46

—mgb cos 6




Equacoes de movimento de Hamilton

Pé P
6
H = -
2mb? * 2mb?sen?0 mgb cos
As equacoes de movimento sao
0 = g ~ b2 dpy mbZsen?6
. O0H  pgcosf
Po = 736 ~ mbZsen®0 mgb sen 6
, 0H
qu — —% = (

Porque ¢ ¢ ciclico, a quantidade de movimento py sobre o €ixo
de simetria ¢ constante.




Equacoes de movimento de Hamilton

Exemplo 5 — Reconsiderando o Exemplo 13 da parte 1.

Uma conta desliza ao longo de uma haste retilinea lisa que gira com
velocidade angular constante num plano horizontal. Descreva seu
movimento pelo formalismo de Lagrange, obtenha a hamiltoniana e
estude a sua conservagao, assim como a da energia.

Y

‘\(1)




Equacoes de movimento de Hamilton

Seja xy o plano horizontal que contém a haste e usemos as
coordenadas polares para localizar a massa m. As varaveis r, 8 nao
podem ser tomadas como coordenadas generalizadas porque 6 €
forcada a obedecer a restricdo 6 — wt = 0, que € um vinculo
holdbnomo da forma f(q4,...,q,,t) = 0, onde w € a velocidade
angular da haste, suposta conhecida. O sistema possui somente um
grau de liberdade (movimento radial) e podemos escolher g; = r
como coordenada generalizada. A energia cinética pode ser escrita na
forma

m . m
T = ?(1’"2 +7120?%) = = (2 + w’r?)

Onde usamos 8 = w.




Equacoes de movimento de Hamilton

Adotando o nivel zero do potencial gravitacional no plano do
movimento, a lagrangiana do sistema se reduz a energia cinética:

m
L=T—V=?(1'”2+w2r2)

Dispondo da lagrangiana expressa exclusivamente em fungédo de
r e 1, a equacao de movimento do sistema é imediatamente obtida:

d (o) oL _ d( i S o
dt\ 57 aT_ dt mr mw-r = Y =wW"Tr

Conclui-se que a conta tende a se afastar do eixo de rotacdo em
consequéncia da “forca centrifuga”, que € o resultado bem conhecido.



Equacoes de movimento de Hamilton

Como a lagrangiana do sistemaé L=T-V = > (72 + w?r?)

que coincide com a energia cinética da conta. Neste caso, p,, = mr e
pZ  mw?

H=T+V H=T= T _ 2
Vo om 2 |

que ndo € a energia total (puramente cinética) da conta. Entretanto, H
é constante de movimento porque %% _ 0. Por outro lado a energia

ot
total
2 2
pT‘ mao
E=T=-_ 2
om T2 T

nao se conserva porque a forca de vinculo realiza trabalho por ocasiao
do deslocamento real da particula.



Equacoes de movimento de Hamilton

H é a “energia total” do sistema de referéncia girante.

2 mwz
H=T+V - H=T= 2 _ r?
2m 2

= Também pode acontecer casos em que a H coincide com a
energia total mas nao se conserva devido a uma
dependéncia temporal explicita (Goldstein 1980)



Equacoes de movimento de Hamilton

Exemplo 6

Construa a lagrangiana e as equacdes de Hamilton para o oscilador
harmonico unidimensional, com massa m e constante da forca k.

ST , 1 . : _ 1
A energia cineticae T = mez e a energia potencial € V' = Ekx2 =

1 2 2 ' . A . k
~mw*x* se introduzimos a frequéncia natural w = _|—.

L=T V_1 % 1k2
= = Smi® = kx

ou

L =5mx® — Ema)zx2




Equacoes de movimento de Hamilton

. , oT :
O momento generalizado é p = o2 = mx, podemos escrever a
energia cinética como

e a Hamiltoniana (escrita como fungdo de xe p) €

2

H=T+V =2+ maw??
2m

Logo, as equagdes de Hamilton séo

._0H_p . 0H_ 5
x_ap_m e P = Pyl mwex




Equacoes de movimento de Hamilton

Exemplo 7

Para o péndulo de comprimento L que se move no plano vertical,
vinculado a uma mola de constante elastica k, que se move somente no
plano vertical, obtenha as equacbes de Hamilton para o movimento do
sistema.

Lol ol LS
v R
B

Iy
I~
|
I

;)9\'




Equacoes de movimento de Hamilton

Para esse problema, vamos escolher as coordenadas generalizadas (y,
0), pois © descreve 0 movimento da massa em relacdo ao ponto de
apoio e y descreve a variagao desse ponto de apoio, em relagdo ao
teto, por exemplo, que vamos tomar como ponto de referencia. Com
1SS0, podemos escrever a energia cinética e a energia potencial como:

_M2 1242 k
T—Z(y +L9) sz(y—yo)z—mg(y+Lc056)

Assim, a Lagrangeana fica
m ° 2 202 k 2
L=T—V=3(y + L“6 )—E(y—y()) + mg(y + L cos 9)

_OL_ oy S aL
Pg =z =m ¢ Py=; "

-
PY: Y




Equacoes de movimento de Hamilton

Assim, a Hamiltoniana fica

H=T+V =%(y2 +L292)+§(y—y0)2 —mg(y + Lcos9)

pez p,* k
_ y 2
=5 + 2m+z(y—y0) —mg(y + Lcos @)

H

Logo, as equagdes de Hamilton sao

9=E=W e p9=—%=—mgLsm9
~0H p . 0H
y == e p,=———=—k(y—-y)+myg

=% -




Equacoes de movimento de Hamilton

Outra Solugao: ja conhecemos a Lagrangiana

m : k
L= E(yz + 1?6?) —E(y—yo)z + mg(y + L cos9)

JoL . . Po
= — =mlL?0 0 =——=

— a_L — m y _) y — p_y

Py 3y y y m

A hamiltoniano definida por  H(g,p,t) = Z g;p; —L(q,q,t)
=1

Po Py m. S s k ,
H=—2pg+2p, —|= ko
7P TPy = 5 (V2 + 126%) =5 (v = ¥0)* + mg(y + L cos )

2 2
Po Py k

H = =
2mlL? T 2m + 2

(y —y9)* —mg(y + L cos 0)




Equacoes de movimento de Hamilton

2 2
Po Py k

H= =
2ml? T 2m+ 2

(y —y9)* —mg(y + L cos 0)

Logo, as equacgoes de Hamilton sao

H’_ oH __ De . aH_ L sin 6

= ps ml? e Ppg =75 =—mgLsin

. OH p , oH

y == e py=-——=—k(y—yo)+mg

“op, m Ay




Particula Carregada num Campo Eletromagnético

Exemplo 8:

Determinar hamiltoniana de uma particula carregada em um campo
eletromagnético externo.

Como visto anteriormente, a lagrangeana da particula é

muv? e -
L=T-U-= —ep+-v-A
2 C
e 0 momento candnico € dado por
L .oe .
P =a—xi=mxi+zz‘1i(7ﬂt) , i=1,23




Particula Carregada num Campo Eletromagnético

logo, a correspondente hamiltoniana é

H=p ﬁ—L—(ﬁ+EfT) 13—17’m72+e¢—fff v =
- P —\P C 2 C B
I, 1.

=5 mv +e¢=z(mv) + e




Particula Livre Relativistica

Exemplo 9:
Determinar hamiltoniana de uma particula livre relativistica.

Como visto anteriormente, a lagrangeana da particula é




Particula Livre Relativistica

e 0 momento canonico € dado por

1
oL d INEAE
Pi=—.=—mcz.—[1_ 12]] -
0Xx; X1 C
1
= —mc21 1— 2%7] * (224
2 c? c?
mx; . m
o - o
Pi = p =
1— -z 1-— -z



Particula Livre Relativistica

Logo, a energia desta particula € identificada com a sua hamiltoniana
(note que a lagrangiana desta particula ndo depende explicitamente
do tempo e, entdo, a sua hamiltoniana € uma constante de

movimento). Temos:

Lo muv? , V2
H=p-v—-L= +me® [1-—
l1-=
c

mc?

H = =
v
-z
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